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Abstract 

Unexpected complex of jumping lines 



We prove here the following results : 

Theorem 1 Let E a rank 2 vector bundle over P 3; if C is a reduced irreducible curve 
of P 3 such that Eh is unstable for all H E C then C is a line. 

We define now the set W(E) as the set of planes H such that the restricted bundle Eh 
is unstable (that means non semi-stable). 

Theorem 2 Let E a rank 2 vector bundle over P3, with first chern class c\ = c\{E), 
L a line and an integer n > 0. The following conditions are equivalent : 

(i) L v C W(E) and H°(E H (-n + [-ci/2])) ^ for a general point H € L v . 

(ii) There exist m > and a section t E H°(E(m+ [— ci/2])) such that the zero variety 
of t contains the infinitesimal neighbourhood of order (m + n — 1) of L. 



1 Introduction. 

Soit E un fibre stable de rang 2 de premiere classe de chern c\ < —3. Les droites L telles 
que H°(E L ) ^ forment un sous schema de la grassmanienne des droites de P 3 dont la codi- 
mension attendue est au moins 2 (cf. ||G-P2|| ). Pourtant on connait de nombreux exemples 
de fibres pour lesquels ce sous schema est un complexe (voir exemple 1.2). 
Dans ||G-P|1 Gruson et Peskine annoncent le resultat suivant : 



Lemme B.5 : Soit E un fibre de rang 2 sur P 3 tel que Ci(E) < —3 et H°(E) = 0. Si 
K est un complexe reduit irreductible de droites tel que H°(El) ^ pour L e K, il existe 
une courbe reduite irreductible T de P3 telle que les droites de K sont les droites rencontrant 
T. De plus il existe un entier I et une section s de E(l) dont la variete des zeros contient le 
(/ — l)-ieme voisinage infinitesimal de V . 



Les auteurs me signalent que la preuve est incomplete. Plus precisement la demonstration 
de l'irreductibilite geometrique de K au dessus de P3 sur laquelle cette preuve repose com- 
porte une erreur. 
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Nous donnons ici une demonstration de cet enonce dans le cas ou le complexe K est forme 
des droites d'une famille de dimension 1 de plans. Cela peut paraitre surprenant car une 
telle famille est toujours geometriquement reductible excepte dans le cas ou elle est formee 
des plans contenant une droite. C'est bien entendu le seul cas possible. En effet, considerons 
la courbe C de P3 naturellement associee au complexe K (voir lemme 1), on montre : 

Theoreme 1 Soit E un fibre stable de rang 2 sur P 3 , si C est une courbe reduite irreductible 
de P3 telle que Eh est instable pour tout H e C alors C est une droite. 

Remarque. On deduit immediatement de ce theoreme que l'ensemble des hyperplans H tels 
que E H est instable (c'est a dire non semi-stable) note W(E) est de dimension au plus 1 
dans P3 (ce resultat est deja prouve par Coanda ||Co|| ). 

De plus, on a l'enonce suivant, directement inspire du lemme B.5 : 

Theoreme 2 Soit E un fibre stable de rang 2 surP 3 de premiere classe de chern C\ = C\(E), 
L une droite et n un entier > 0. Les conditions suivantes sont equivalentes: 

(i) L v C W(E) et H°(E H (-n + [-ci/2])) ^ pour H un point general de L v . 

(ii) i7 existe m > et une section t G H°(E(m + [— ci/2])) dont la variete des zeros contient 

le (m + n — l)-ieme voisinage infinitesimal de L. 

1.1 Remarques preliminaires. 

Rappelons qu'un fibre E de rang deux sur P 3 est stable si et seulement si H°(E([—ci/2])) = 0, 

ou [.] designe la partie entiere et C\ la premiere classe de chern de E. 

On supposera dans les demonstrations des theoremes 1 et 2 que c\ = ou — 1. 

Remarque 1. Les theoremes 1 et 2 impliquent le lemme B.5 lorsque le complexe K est 
forme des droites d'une famille de dimension 1 de plans (voir lemme 1). 
Remarque 2. Les theoremes 1 et 2 sont vrais sur P n , n > 3. 
Remarque 3. Le lemme B.5 est evident lorsque E n'est pas stable. 

Demontrons la remarque 3 pour C\{N) = —3. Dans ce cas H°(N(1)) 7^ et l'unique section 
non nulle de N(l) s'annule le long d'une courbe Z : 

0^O F:i (-l)^N^l z (-2)^0. 

On en deduit que L e K si et seulement si L PI Z ^ 0. Le complexe K etant reduit 
irreductible, ceci prouve l'existence d'une courbe reduite irreductible Y telle que X z C X r . 

Le lemme suivant etablit la correspondance entre le complexe K de droites de saut d'un 
fibre E, complexe forme des droites d'une famille de dimension 1 de plans, et la courbe C 
de W(E). 
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Lemme 1 Soit N un fibre de rang 2 stable tel que C\(N) < —2, on a V equivalence : 

H°(N L ) ^ 0, pour tout LcH <=^> H°(N H ) ^ 0. 

demonstration : L'implication (<=) resulte de la suite exacte suivante : 

— > N H (-1) — -> N H — > iV L — > 0. 

Inversement, d'apres Grauert-Mulich le fibre Nh est instable. Si H°(Nh) = 0, on peut done 
supposer que H°(Nh{1)) ^ 0, soit, 

— > O ff (-l) — > iV H — Xz ff (ci + 1) — > 0, 

ou Z H est un groupe de points de H. On en deduit que pour une droite generale L de H, 
H°(Nl) = 0, ce qui contredit l'hypothese. 

Remerciements : Je remercie Christian Peskine qui a dirige ce travail et Iustin Coanda pour 
ses conseils et les nombreuses et utiles discussions que nous avons eues. 

1.2 Exemple. 

Avant de demontrer les theoremes 1 et 2 donnons un exemple de fibre £ possedant une famille 
de dimension 1 de plans instables et decrivons une section de ce fibre ayant les proprietes 
annoncees dans le theoreme 2. 



Exemple. On reprend l'exemple de Gruson- Peskine decrit par Mei-Chu Chang ||Ch|l : Soient 



(r + 1) plans Hi, ...,H r+ i (r > 2) articules autour d'une droite D, et dans chaque plan Hi 
une courbe Xi de degre (2r — 1); les (r + 1) courbes sont choisies 2 a 2 disjointes. On note: 

(r+l) 

X = (J X t oil Xi C H. 

i=i 

II existe un fibre £ stable de rang 2 tel que c\{£) = et une extension 

— > Op 3 — > f (r) — > Jx(2r) — > 0. (1) 

En effet comme Wx = Ox(2r — 4), on a Ext (Xx, w P (4 — 2r)) 7^ 0, et £ est stable car 
H°{l x {r)) = 0. 

Soit if un plan general contenant D, alors H coupe proprement X, et (1) reste exacte apres 
tensorisation par 0#(1 — 2r) 

— > O h (1 - 2r) — > f H (l - r) — > J Xr w(l) — > 0. 

Comme X fl H C -D on a H°(X Xn H(l)) 7^ 0, done H°(£ H (1 — r)) 7^ (on remarque de plus 
que H°(£ H (—r)) = pour tout plan if). Nous avons montre que _D V est une droite de P3 
dont les points correspondent a des plans instables du fibre £. 
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Decrivons maintenant une section de ce fibre ayant les proprietes annoncees. La suite 
exacte (1) montre que H°(Xx{r + 1)) ~ H°(£(l)). La courbe X est contenue dans la reunion 
de (r + 1) plans. Cette surface induit une section non nulle t de £(1). On note T le lieu des 
zeros de la section t (c'est une courbe car H°(£) = 0). 

Montrons que T contient le (r — l)-ieme voisinage infinitesimal de D. Sinon so it H un plan 
contenant D et coupant proprement V. Dans ce cas la section t H G H°(£ H (1)) s'annule en 
codimension 2 le long du groupe de points T D H 

0^O H ^ £ h (1) — > JrnH(2) — > 0. (2) 

II en resulte que H°(£ H (—1)) = , ce qui contredit H G W{£). Done la section t H s'annule le 
long d'une courbe (d'equation f H = 0) contenant D et eventuellement d'un groupe de points. 
Si le degre de cette courbe est k < (r — 1), la section tn/ fn G H°(£ H (1 — k)) s'annule en 
codimension 2, et on trouve A;)) = 0. C'est impossible car H°(£h{^ — r)) ^ 0. 

Par consequent la restriction de T a un plan general contenant D est une courbe plane de 
degre r. On en deduit que T contient le (r — l)-ieme voisinage infinitesimal de D. 

Montrons de plus que le support de V est contenu dans D. En effet supposons que V possede 
une autre composante irreductible Ti. Soit H le plan contenant Ti et L. Le lieu des zeros de 
la section tu G H°(£h(1)) contient une courbe de degre > (r + 1). Alors H°(£H(—r)) ^ 0, 
ce qui est impossible. 

Le lieu des zeros de la section t G H Q (£(!)) est une courbe V telle que : 

- deg(r) = r 2 + r et p a (X) = 1 — r 2 — r (ou p a est le genre arithmetique). 

- T contient le (r — l)-ieme voisinage infinitesimal de D. 

- Le support de T est inclus dans D. 

2 Demonstration du theoreme 1 

La demonstration est divisee en deux etapes. On verifie tout d'abord que C est plane. On 
demontre ensuite que c'est une droite en interpretant la singularite apparaissant au point 
correspondant au plan de P3 contenant la courbe. 

D'apres le theoreme de semi continuite la fonction h°(E H (—k)) est minimale sur un ouvert 
non vide U de C. Soit n > tel que h°(EH(—n)) = 1 pour un point H G U (remarquons 
que n > 1 lorsque c\{E) = 0). 

Etape 1 : La demonstration de cette premiere partie repose essentiellement sur la remar- 
que bien connue suivante que nous ne redemontrons pas. 

Remarque 1. Soit H un plan general de C et sh l'unique section non nulle de H°(EH(—n)). 
On note Z(sh) le schema des zeros de sh, si L est une droite de H on a : 

deg(0 LnZ(sH) ) > r ^ H°(E L (-n - r)) + 0. 
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On suppose que C n'est pas plane, i.e. la famille de plans correspondant aux points 
de C ne possede pas de point fixe. Soit ifj et Hj deux points generaux de U. Comme 
Z(sHi) H Z(sh ) = 0, on a d'apres la remarque 1, h°(Efi. n H (—n)) = 1. Par consequent les 
sections sh { G H°(EHX~ n )) e ^ £ H Q (EHj{—n)) uniques a une constante pres coincident 
sur Hi fl Hj i.e. Sh^x) = Xsh^x) pour x E Hi H Hj et X E C. 

Soit F C P3 x P3 la variete d'incidence points-plans de P 3 . Posons X : = F fl (P 3 x C) et 
considerons les projections : X A P 3 et X C. Les fibres de X au dessus de C sont des 
P2, et au dessus de P3 elles correspondent aux sections hyperplanes de C. On a : 

h°{p*E(-n) lq -i {H) ) = h°{E H (-n)) = 1 pour tout H E U. 

Le faisceau q*p*E(—n) est coherent de rang 1 sur C sans torsion done inversible. Le mor- 
phisme canonique q*q*p*E(—n) — > p*E(—n) s'annule le long d'un sous schema ferme Z de 
X de codimension > 2. II induit un morphisme compose au dessus de P 3 : 

X\Z^P Pa (E) 

P\ / k 
P 3 

L'image de est un ouvert dans un diviseur reduit irreductible D de P Pi (E). Le diviseur D 
correspond a une section t E H°(SkE(m)) (ou SkE(m) est la /c-ieme puissance symetrique 
de E). La fibre generale p~ 1 (x) de X \ Z au dessus de P 3 consiste en d — degC points 
(x, H\), (x, Ha). L'image de (x,Hi) par est donnee par le point SHi(x) de P p (E x ) 
ou sr 1 est l'unique section non nulle de Eh,- H resulte de la remarque 1 que les points 
(x, Hi), (x, Hd) s'envoient sur le meme point de P P;j (E x ). 

On en deduit que la fibre generale de D au dessus de P 3 est irreductible et qu'elle con- 
siste en un point simple par lissite generique. Le diviseur D est done birationnel a P 3 . II 
en resulte que t est une section de E{m) avec m > car E est stable. Quitte a enlever 
la composante de codimension 1, on peut supposer que t s'annule en codimension 2 le long 
d'une courbe T. 

Les sections sh £ H°(EH{—n)) et tu £ H°(EH{m)) sont proportionnelles. Par hypothese 
H°(EH(—n — 1)) = 0, la section sh s'annule alors en codimension > 2. II existe /# E 
H°(OH(m + 1)) tel que tu = }'h s h- Mais pour un plan general H, tn s'annule aussi en 
codimension 2 (car la courbe C ne possede pas de point fixe), ce qui est impossible car 
m > 0. 

Etape 2: Soit X le plan de P3 contenant la courbe C, et x E P 3 le point correspondant 
a X. On considere l'eclatement P 3 de P 3 en x et les morphismes naturels p : P 3 — > P 3 et 
q : P 3 -> P 2 . On a P 3 = Proj^ (0, A^) et P 3 = P Pa (Op 2 (l) © Op 2 ). 

On appelle A le diviseur exceptionnel, le morphisme q\A '■ A — > P 2 est un isomorphisme. De 
plus si Z est un point de P 2 on a : 

(p^l.-HO ~ E L . 
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Le morphisme q etant plat, le theoreme de semi-continuite implique que h°({p*E)\ g -i^) 
atteint son minimum sur un ouvert non vide U de P 2 . Alors il existe a > (n + 1) tel 
que h°((p*E)\ q -in\(—a)) = h°(E L (—a)) = 1 pour I e U. L'entier a est > (n + 1) d'apres 
la remarque 1. Le faisceau q*p*E(—a) est un faisceau coherent de rang 1, il est reflexif 
done inversible sur P 2 . Soit k tel que q*p*E(—a) = Op 2 (—k). On considere le morphisme 
canonique: 

s : q*0 P2 (-k) = q*q*p*E(-a) ► p*E(-a). 

II est injectif. En effet pour I e U, p*E(—a)\ q -if{\ ~ Ol 0Ol(— a + Ci). D'apres le theoreme 
de changement de base, la restriction de s a la fibre de I est en fait le morphisme devaluation 
(de l'unique section non nulle de E L (—a)) qui ne s'annule pas, 

s ]q - Hl) : H°{E L {-a)) ®0 L ^ E L {-a). 

Le lieu des zeros du morphisme s est alors contenu dans la reunion des fibres q^ 1 ^) ou L est 
une droite dont l'ordre de saut est > a. On sait (cf lemme 9, [ |Ba|| ) que ce lieu des zeros ne 



contient pas d'hypersurface, e'est a dire qu'il ne contient au plus qu'un nombre fini de fibres. 

Le morphisme s induit done une section non nulle t de p*E(—a) ® q*Oj> 2 (k) qui s'annule le 
long d'une courbe de P3. On remarque que H°(E(—a)) = implique k > 0. 
Comme p*q*0-p 2 {k) ~ A4*(k), l'image directe sur P 3 de la section t est une section non nulle 
t G H°(E(—a) <g> Aix(k)), ce qui demontre k > a. La section t induit une suite exacte: 

— > Op 3 -U E(k -a) — > l T {2k -2a + c 1 ) — > 

ou T est une courbe qui contient le (k — l)-ieme voisinage infinitesimal de x, i.e Xr C M.^. 
Soient H un point general de C, tjj la restriction de t au plan H et sh l'unique section non 
nulle de Ejj(— n). On considere le morphisme de fibres sur H suivant: 

H {n)®0 H {a-k) (s ^ ] E H . 

Le determinant de ce morphisme est une section de }A k x H (c\ + k — a — n). Etant donne que 
(ci + k — a — n) < k cette section est nulle i.e s# A tjj = 

Le lieu des zeros de la section s# etant de codimension deux, on en deduit qu'il existe 

f H e H°(0 H (k -a + n))/t H = f H s H - 

Ceci montre que la courbe du plan H d'equation f H — est contenue dans T. En consequence 
tout plan de C contient une composante irreductible de T. II est clair que T contient une 
droite L telle que C = V . 



3 Demonstration du theoreme 2 

(ii) =^> (i) On note tu G H°(EH{m)) la restriction de t a un plan general H contenant L. 
Par hypothese T^.Oh C I^lh ^ — Oh(— m — n )- En d'autres termes, la variete des zeros de 
t H contient une hypersurface (d'equation f H = 0) de degre (m + n). Alors tuj fu est une 
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section non nulle de H°(E H (—n)). 

(i) =>- (ii) Dans le cas present, le complexe de droites associe a L v (droites rencontrant 
L) est geometriquement irreductible. Nous reprenons done les idees de la demonstration du 
lemme B.5 pour etablir le resultat. 

On reprend la construction de l'etape 1 (theoreme 1). Considerons la variete d'incidence 
points-plans F de P3. Posons X := F H (P3 x L v ) et considerons les projections : X P3 
et X L v . Comme precedemment on a un morphisme compose au dessus de P3 : 

X\Z^P Ps (E), 

et l'image de X \ Z est un diviseur D de P F ^(E). Le complexe etant geometriquement 
irreductible D est birationnel a P3. II en resulte que D correspond a une section t de E(m) 
avec m > car E est stable. La section t s'annule le long d'une courbe T. 

Soit H D L, les sections sh £ H°(Eh{—ti)) et tn £ H°(EH{Tn)) sont proportionnelles. 
Par hypothese H°(Eh{~ti — 1)) = 0, la section Sh s'annule alors en codimension > 2. On 
en deduit qu'il existe fn £ i?°(0^(m + n)) telle que tn = fu s H- 

Ceci montre que la courbe du plan H d'equation f H = est contenue dans T. Par consequent 
tout plan H de V contient une composante irreductible de T de degre (m + n). II est clair 
que la courbe T contient le (m + n — l)-ieme voisinage infinitesimal de L. 
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